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Zusammenfassung

Das Ziel dieses Projektes besteht darin, die Kurve des Profilrades einer speziellen Hem-
mung, die auch als ,/Tic Tac-Hemmung“ bekannt ist, nach wohldefinierten Parametern zu
berechnen. Diese findet Verwendung in einem selbst konstruierten mechanischen Uhrwerk,
das vollstédndig mit einem 3D-Drucker herstellbar ist. Es werden dazu verschiedene Ansétze
vorgestellt, von denen sich einer als gut geeignet erweist. Dessen Ergebnis wird anschliefend
zusitzlich durch eine einfachere, physikalische Betrachtung bestétigt und die Uberlegenheit
des mathematischen Ansatzes gegeniiber eines empirischen konnte auch praktisch am Uhr-
werk gezeigt werden.



1 Projektgeschichte

Auf den ersten Blick mag einem das Ziel dieses Projektes sehr abstrakt vorkommen, weshalb ich
zuerst erkldren mochte, wie sich meine Motivation in diese Richtung entwickelte.

Die erste Anregung, die ich zur eigenen Konstruktion eines mechanischen Uhrwerkes erfuhr,
rithrte aus dem Physikunterricht her, in dem das Thema ,Schwingungen* behandelt wurde. Me-
chanische schwingungsfiahige Systeme, wie z. B. ein Massestiick an einer Spiralfeder, faszinierten
mich mit ihren periodischen Energieumwandlungen so sehr, dass ich versuchte, besonders einfa-
che fiir den 3D-Druck zu konstruieren, und nach wenigen Tagen fand ich ein solches durch meine
Hénde in Schwingungen versetzt. Mich iiberkam jedoch das Gefiihl, dass immer noch etwas fehlte
und langsam regte sich in mir der Ehrgeiz, eine Mechanik zu konstruieren, die — einmal aufgezo-
gen — den Schwinger automatisch anregt. Und genau das wére ein Gerét, das die Eigenschaften
eines mechanischen Uhrwerkes beséfe.

Letztendlich hat mich eine kleine Sammlung mechanischer Uhren, die ich besitze, dazu bewegt,
mit der Konstruktion des Uhrwerkes zu beginnen. Ich hatte dabei schlieflich den Ehrgeiz, nicht
einfach das mechanische Prinzip der vorliegenden Uhren zu iibernehmen, sondern mir ein eigenes,
das besonders einfach und minimalistisch sein sollte, zu {iberlegen. Es dauerte einige Wochen, die
mit dem Konstruieren, Drucken und Testen von Prototypen erfiillt waren, und ich hielt zuerst
eine zufriedenstellend schwingende Unruh in den Hénden, dann eine zahnradbetriebene Hem-
mung, die mir zu dem Zeitpunkt besonders einfach erschien, und schliefslich zog ich das erste
Mal ein vollsténdig selbst konstruiertes mechanisches Uhrwerk, das zeigt, auf, das
daraufhin sogar fast einwandfrei lief. Und dies ist offenbar das gliickliche Ende meiner Geschichte
von der Konstruktion eines Uhrwerkes — kénnte man meinen.

Abbildung 1: Das vollstdndig zusammengesetzte Uhrwerk

Tatséchlich beschéftigt mich aber noch bis jetzt ein Detail in meiner Konstruktion, in dem sich
wohl ein Problem der Geometrie manifestiert, das die Hemmung des Uhrwerkes und dessen Pro-
filrad betrifft. Um dieses verstdndlich zu machen, mochte ich im nédchsten Kapitel einige Worte
iiber die Konstruktion und ihre Funktionsweise verlieren.



2 Das Uhrwerk und sein mechanisches Prinzip

’— Proﬁlrd

Antriebsrad
Zapfen Hemmungsrad

Abbildung 2: Konstruktionszeichnung zu den wichtigsten Bestandteilen des Uhrwerkes

Das Uhrwerk ldsst sich in drei Haupteinheiten einteilen, die in den folgenden Unterkapiteln
einzeln beschrieben werden sollen. |Abbildung 2| gibt einen Uberblick iiber deren mechanische

Verbindung, um die Einordnung der einzelnen Komponenten zu erleichtern.

2.1 Energiereservoir

Abbildung 3: Aufbau eines Federhau-
ses: Das Bauteil mit der Aufzugwelle
ist zur verstandlicheren Darstellung et-
was angehoben. Nicht sichtbar ist das
sechseckige Innenprofil, das unten in
den Federkern eingelassen ist. Zwischen
diesem und dem &ufseren Teil des Fe-
derhauses und damit der Aufzugwelle
wirkt im gespannten Zustand die Fe-
derkraft. Beide Sechseckprofile passen
ineinander, sodass sich mehrere Feder-
h&user hintereinanderschalten lassen.

Aufzugwelle Federkern

Um Schwingungen entgegen der Reibung innerhalb des Systems anzuregen, muss das Uhrwerk
iiber eine einfache Energiequelle verfiigen. In diesem Fall besteht sie aus einem Verbund zweier
Spiralfedern, die beim Aufziehen gespannt werden. Genauer handelt es sich um zwei hinterein-
andergeschaltete Federhduser, deren Aufbau zeigt. Das eine Federhaus ist dabei
mit einer Sperrklinke versehen, damit sich die Federn nach dem Aufziehen nicht direkt wieder
entspannen, sodass im gespannten Zustand die gesamte Federkraft auf die restliche Uhrwerk-
mechanik wirkt. Die Feder des zweiten Federhauses ist nun mit einem groffen Zahnrad, dem
Antriebsrad, verbunden, sodass im gespannten Zustand darauf ein gewisses Drehmoment ausge-
wirkt wird. In einer Uhr, die {iber Uhrzeiger verfiigt, wiirde dieses Zahnrad auch ihre Getriebe
antreiben, aber fiir ein reines Uhrwerk reicht es aus, wenn es nur die iiber ein kleines Zahnrad an
das Antriebsrad angeschlossene Hemmung in Bewegung setzt. Thre Funktionsbeschreibung soll



als letztes erfolgen, weil sie eine mechanische Verbindung der Antriebsfeder zur Unruh darstellt
und Hauptbestandteil der Problemstellung ist.

2.2 Unruh

Unruhring Unruhwelle

Abbildung 4: Aufbau der Unruh und ih-
re Verbindung zum Profilrad: Um am
Unruhring ein moglichst grofies Trag-
heitsmoment mit wenig Material zu er-
reichen, ist die Masse so weit wie mog-
lich von der Drehachse entfernt. Die
Spirale ist auflen mit dem Uhrwerkge-
h&use und innen mit der Unruhwelle
und damit auch dem Profilrad verbun-

Profilrad den.

Die Unruh stellt in einem Uhrwerk ein mechanisches schwingungsfahiges System, speziell einen
Drehschwinger, dar, das aus einem drehbar gelagerten Massestiick, dem Unruhring, und einer
daran befestigten Spiralfeder besteht. Die restliche Uhrenmechanik ist iiber die Unruhwelle ver-
bunden. In ist die Unruh und ihre unmittelbare Verbindung zum Profilrad darge-
stellt.

Beim Schwingungsvorgang werden potentielle Energie der Spiralfeder und kinetische Energie
des Massestiicks, die durch ihr Tragheitsmoment bedingt ist, periodisch abwechselnd ineinan-
der umgewandelt. Man kann also von zwei sich abwechselnden Phasen sprechen, die zusammen
einen Schwingzyklus ausmachen. Es lisst sich durch physikalische Uberlegungen zeigen, dass der
Schwingzyklus eine konstante Periode und damit Schwingungsfrequenz besitzt, wenn die Ideal-
bedingungen der fehlenden Krafteinwirkungen, zu denen leider auch die allgegenwirtige Reibung
zéhlt, erfiillt sind|1]. Diese Eigenschaft der auch unter realistischen Bedingungen fast konstanten
Frequenz macht das Feder-Masse-System zu einem guten Ansatz fiir ein Gerét, dessen Bestim-
mung der Zeitmessung gilt.

2.3 Hemmung

In mechanischen Uhrwerken tragen Hemmungen dazu bei, die Drehrate und damit effektive Dreh-
geschwindigkeit ihres eignen Antriebs trotz variierenden Drehmoments konstant zu halten. Dies
ist besonders bei Uhren, die durch Federkraft angetrieben werden, vonnéten, weil ihre Antriebs-
federn mit dem Entspannen iiber die Zeit ein immer kleiner werdendes Drehmoment ausiiben.

In dieser Arbeit soll eine spezielle Hemmung untersucht werden, die — wie sich nach erweiterter
Recherche herausstellte — auch als ,/Tic Tac-Hemmung“ bekannt ist[2]. Im Wesentlichen setzt
sie sich aus zwei Bestandteilen zusammen. Der erste ist ein gleichméafig mit Zapfen versehenes
Hemmungsrad, das letztendlich durch die Antriebsfeder bewegt wird. Die geschwindigkeitsregu-
lierende Eigenschaft der Hemmung kommt durch das Zusammenspiel des Hemmungsrades mit
dem zweiten Bestandteil, einem Rad, das zum Hemmungsrad hin ein spezielles Profil tragt und
aufserdem direkt mit der Unruh iiber ihre Unruhwelle verbunden ist, zustande. Dieses Profil-
rad wird durch das Hemmungsrad mit seinen Zapfen durchlaufen, wobei sie dessen Profil einzeln
durchstreifen und so die Antriebsfeder mechanisch mit der Unruh verbinden. Dabei bestimmt das
spezielle Profil den Kraftﬁbertragungsfaktoﬂ in Abhéngigkeit von den Drehwinkeln der Réder.

'Das ist — zugegeben — ein etwas schwammiger Ausdruck. Im Bezug auf die folgende mathematische Formu-
lierung spiegelt er das Verhéltnis der Drehmomente, die auf Hemmungsrad und Profilrad wirken, wider.
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(a) Erste Antriebsphase (b) Erste Blockierphase (¢) Zweite Antriebsphase  (d) Zweite Blockierphase

Abbildung 5: Phasen eines Schwingzyklus: Das Hemmungsrad dreht sich im Uhrzeigersinn. Pfeile
zeigen die Drehrichtung des Profilrades an, wobei ggf. die des weifen Pfeils der des schwarzen
zeitlich folgt.

Sind gewisse Bedingungen erfiillt, durchlduft die Hemmung einen Zyklus von vier Phasen, der
sich mit jedem Zapfen, der das Profil durchlauft, wiederholt. In der ersten Phase
wird die Unruh durch das Hemmungsrad in eine Drehrichtung beschleunigt, dann befindet es sich
in einem antreibenden Zustand. Danach wird in der zweiten Phase das Hem-
mungsrad blockiert, bis die Unruh nach dem Erreichen der maximalen Auslenkung, an der sich
die Drehrichtung umkehrt, wieder ihre Ruhelage erreicht hat. Wahrenddessen befindet es sich in
einem blockierten Zustand. Die letzten zwei Phasen und verlaufen dhnlich,
mit dem einzigen Unterschied, dass die Unruh in entgegengesetzte Drehrichtung beschleunigt
wird. Weil das Hemmungsrad mit 12 Zapfen bestiickt ist, dreht es sich pro Zyklus um einen
Winkel von ¢ = & in BogenmaXk.

Nun hat der Leser hoffentlich eine grobe Vorstellung vom Funktionsprinzip der vorliegenden
Konstruktion, womit in den néchsten Abschnitten zur Problemstellung und den dazugehérigen

mathematischen Uberlegungen iibergegangen werden kann.

3 Problemstellung

Wie aus dem Vorhergehenden hervorgeht, ist fiir diese Art der Hemmung das Profil des Profilrades
von malsgeblicher Bedeutung. Daher soll sie dahingehend untersucht werden, welche Eigenschaf-
ten eine ideale Funktion des Kraftiibertragungsfaktors in Abhédngigkeit von den DrehwinkelnE]
haben soll und wie sich die Kurve des speziellen Profils aus dieser Funktion berechnen lésst.

3.1 Anforderungen an das Profil

Bevor es an das eigentliche Ziel, die Kurve des Profils zu berechnen, geht, sollen als Vorbereitung
einige Uberlegungen angestellt werden, um klar zu machen, welche Eigenschaften des Profils
wiinschenswert sind.

Ein ideales Uhrwerk hat einen mdoglichst stabilen, d. h. regelméafigen Gang und einen sehr gerin-
gen Abfallfehler. Dies ist nur dann erreichbar, wenn die Schwingungsbewegungen der Unruh so
wenig wie moglich gestort werden, was durch moglichst kurze Phasen der Energielibertragung
auf die Unruh nahe ihrem Nulldurchgang zu erreichen ist.|3]

Dariiber hinaus wére es wiinschenswert, dass das Uhrwerk mit einem Aufziehvorgang moglichst
lang lauft. Dazu sollen die Reibungsverluste gering gehalten werden und die Hemmung bei einer
moglichst breiten Spanne an Drehmomenten arbeiten kénnen.

2Die Drehwinkel lassen sich auf triviale Weise auch aus der Schwingphase, in der sich die Unruh befindet,
berechnen.



4 Verschiedene Ansatze und ihre Ergebnisse

Um die Kurve fiir ein Profil zu finden, das meinen Anspriichen geniigt, zog ich verschiedene
Ansétze in Betracht und verfolgte diese mehr oder weniger erfolgreich. Bevor ich dieses Pro-
blem mit mathematischen Methoden anging, versuchte ich durch Ausprobieren, eine zumindest
funktionierende Kurve zu finden, denn ich wollte moglichst friih ein fassbares Ergebnis, d. h. ein
funktionierendes, ausgedrucktes Uhrwerk, erzielen. Die ersten Prototypen der Hemmung richtete
ich in FreeCAD|4], dem CAD-Programm meiner Wahl, mithilfe von Bézierkurven her[5, S. 37, 6,
S. 6-7]. Erst spéter war ich bereit, mir ausfiihrliche Gedanken dariiber zu machen, um die Kurve
des Profils zu optimieren.

4.1 Ansatz iiber isogonale Trajektorien im Polarkoordinatensystem

Nach dem iiberwiegend empirisch angelegten Ansatz besteht die ndchste Herausforderung in einer
mathematisch begriindeten Konstruktion, d. h. die Profilkurve soll nach sinnvollen Bedingungen
idealerweise eindeutig oder zumindest nach wohldefinierten Parametern berechnet werden kon-
nen.

Um die Konstellation, in der sich die Rédder der Hemmung befinden, zu formalisieren, hielt ich es
zunéchst fir sinnvoll, die Kurven und Punkte des Systems aus einem Polarkoordinatensystem,
dessen Pol die Drehachse des Profilrades sein soll, zu betrachten. Dementsprechend lieke sich
eine Profilkurve als Funktion des Radius in Abhéngigkeit vom Winkel r(y) darstellen.
Angenommen, das Hemmungsrad sollte gar keine Kraft auf das Profilrad iibertragen, dann wiir-
de die Profilkurve mit der Bahnkurve des Hemmungsrades {ibereinstimmen. Die entscheidende
Idee war, zu dieser ,Nullkurve“, d.h. Profilkurve mit einem Kraftiibertragungsfaktor von Null
an jeder Stelle, eine isogonale Trajektorie zu berechnen. Diese sollte dann die Eigenschaft einer
Profilkurve haben, bei der die Zapfen des Hemmungsrades stets den gleichen Winkel zu ihr be-
schreiben. Sollte das tatséchlich der Fall sein, kdnnte man eine weitere Funktion einfiihren, mit
der sich eben diese Winkel in Abhéngigkeit von den Drehwinkeln der Rdder modulieren lassen,
womit im Wesentlichen das Ziel, die Profilkurve nach wohldefinierten Parametern berechnen zu
konnen, erreicht wére.

Abbildung 6: Geometrie zum verschobenen Kreis in Polarkoordinaten

Die Funktion der Nullkurve ldsst sich nach einigen geometrischen Uberlegungen, die in [Abbil-
gezeigt sind, relativ leicht angeben:

ro(p) = dcos(p) F /14 — d?sin(p)? (1)

wobei ry flir den Radius des Hemmungsrades und d fiir den Mittelpunktsabstand zwischen ihm
und dem Profilrad steht. Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass fiir das weitere Verfahren der po-
sitive Ast von 1o gewéhlt wird, weil der negative im Spezialfall d = ri immer den Pol beschreibt,



also Null istEL d. h. der gesamte Definitionsbereich von ry durch den positiven Ast abgedeckt ist.
zeigt die Nullkurve rg, deren Parameter meiner Konstruktion entsprechen.

‘ . Abbildung 7: Die in |Gleichung 1| angegebene
;1 6 '8 Nullkurve mit d = rg = 30, denn der Mit-
o . telpunkt des Profilrades ist 30 mm von dem
~ 2./ des Hemmungsrades entfernt und ebenso grof
s ist der Radius des Kreises, auf dem sich die
T Zapfenmittelpunkte bewegen. Gezeigt ist die
N . 71'7C/2.2 T—(/2
2 4T 2

Funktion fiir ¢ € [ [, sodass

ihre Kurve nicht tiber das Profilrad hinaus
geht.

Um nun die isogonale Trajektorie zu rg mit einem Winkel « zu berechnen, wiirde man — in einem
kartesischen Koordinatensystem zumindest — direkt mithilfe des Additionstheorems fiir den Tan-
gensﬁ die Steigungen an jeder Stelle um den Winkel vergrofiern. Ich bin mir nicht sicher, ob man
das auch so mit Polarfunktionen machen kann, aber ich versuchte es trotzdem, in der Hoffnung,
dass Ableiten und Integrieren im Polarkoordinatensystem die Eigenschaften haben, die ich von
ihnen erwartete.

Fir die weitere Vorgehensweise muss man also zuerst die Steigungswinkel in Abhéngigkeit von
i berechnen, was mit dem Arkustangens von der Ableitung gelingen diirfte:

d? cos(¢p) sin(y) 2)
\/’l"%l — d? cos(ip)?

Nun setzt man 8 sowie den konstanten Winkel o in das Additionstheorem ein und integriert,
womit man eine Funktion erhalten sollte, die an jedem Punkt die gegebene Winkeldifferenz zur

Nullkurve hat: (@) £ 75 (0)
tan(a) + ro(@
= d 3
re) / 1— tan(a) - r(p) ®)
mit einer Integrationskonstanten, sodass r(0) = 0. Es stellt sich heraus, dass sich in den seltens-
ten Féllen auf analytische Weise eine Stammfunktion fiir isogonale Trajektorien finden léisstﬂ,
weshalb ich zum Berechnen der sich ergebenden Profilkurve auf das quelloffene Mathematikpro-
gramm wxMaximal9] zuriickgriff. Dieses stellt eine Moglichkeit dar, Funktionen numerisch zu
integrieren und mit einem Tricklﬂ auch plotten zu lassen.
Ich lie Kurven fiir verschiedene Winkel berechnen, aber der in gezeigte Plot verrat
schon auf den ersten Blick, dass es sich dabei nicht um die gesuchte Kurve handelt, weshalb ich

B(p) = arctan(r() = arctan | dcos(p) —

3Der negative Ast von o () wird dann rg-(cos(¢) —cos(p)) = 0, wihrend der positive zu ru - (cos(¢)+cos(p)) =

2ru cos(yp) wird.

“tan(a + B) = 2N 17

°In diesem Fall versuchte ich das erst von Hand, dann mit GeoGebra|8] und wxMaxima, beides mit Misserfolg,
teilweise sogar mit Programmabstiirzen verbunden.

6 Aus irgendwelchen Griinden erlaubt es wxMaxima nicht, numerisch integrierte Funktionen direkt zu plotten.
Man kann aber die Operation der numerischen Integration in einen Lambdaausdruck verpacken, der die Werte an
den Plotter weitergibt. Das klingt zwar absurd, funktioniert aber tatsachlich.



Abbildung 8: Ausgangskurve (grau) und ih-
re numerisch berechnete isogonale Trajektorie
(schwarz) bei einer Winkeldifferenz von —10°
.20 30 im Polarkoordinatensystem: Wahrscheinlich
S - liefert sie nicht das erwiinschte Ergebnis, denn
die Tangenten der beiden Kurven haben an
Schnittpunkten mit den gleichen vom Pol aus-
gehenden Strahlen nicht immer die gleiche
Winkeldifferenz. Besonders die Punkte nahe
dem Pol seien zur Verdeutlichung hervorge-
hoben.

weitere Gedanken zu diesem Ansatz erst mal nicht weiterverfolgte. Vermutlich ist der Misser-
folg darauf zuriickzufiihren, dass meine zweifelhafte Annahme, dass isogonale Trajektorien durch
meine Vorgehensweise bei Polarfunktionen Sinn ergeben, falsch ist. Ich werde mir also fiir die
Ergebnisse dieses Ansatzes aufgrund theoretisch gerechtfertigter Bedenken ersparen, ein entspre-
chendes Profilrad zu drucken und am Uhrwerk zu testen.

4.2 Drehmomentverhiltnis mithilfe von Geometrie und Analysis

Als ich wieder viel Freizeit hatte, versuchte ich mich noch einmal an dem Problem. Bei die-
sem Ansatz wird zunéchst die Radkonstellation in einem kartesischen Koordinatensystem wie
in als verkettete Drehung formalisiert, wobei dieses sich mit dem Profilrad dreht.
Sinnvollerweise ist der Ursprung des Koordinatensystems gleichzeitig das Drehzentrum der ers-
ten Drehung, die durch den Winkel «, um den die Mechanik um das Profilrad herum geneigt
ist, beschrieben wird. Die so geneigte Mechanik beinhaltet wiederum das Hemmungsrad, dessen
Drehwinkel mit 8 bezeichnet wird.

ylk

d - sin(«)

—ry - sin(a + )

T

—rp - cos(a + 3)

Abbildung 9: Winkel und Strecken der neuen Betrachtung: Die gestrichelte Linie rp entspricht
dem Radius des Profils an der Kontaktstelle desselben mit einem Zapfen am Hemmungsrad.
Diese ist abhéngig von den Winkeln o und g.

Nun lésst sich in diesem Koordinatensystem eine parametrische Kurve definieren, auf der ein
Zapfen vom Profilrad aus betrachtet dasselbe durchlduft und die von dem Drehwinkel des Hem-



mungsrades abhéngt:

o [dcos(a(f)) —rucos(a(B) + 5)\ _AB AB
p(ﬁ)_(dsin(a(ﬁ))—?"Hsin(a(B)Jrﬂ)) '56[ 2 2 [ (4)

d ist dann der Abstand zwischen Hemmungsrad- und Profilradmittelpunkt, rg der Radius des
Hemmungsrades, «() eine Funktion, die den umgekehrterﬂ Drehwinkel des Profilrades festlegt
und ApS = ( steht fiir den Winkel zwischen zwei Zapfen auf dem Hemmungsrad, was bedeutet,
dass die Betrachtung fiir genau einen Schwingzyklus gilt.

Abbildung 10: Kréfteaufteilung an der Kurventangente: Die vom Hemmungsrad auf das Profilrad
gegen den Uhrzeigersinn wirkende Tangentialkraft wird an der Profiltangente g aufgeteilt, sodass
dieses in die gleiche Drehrichtung gezwungen, d. h. a kleiner wird.

Diese Form erweist sich als ein duflerst niitzliches Werkzeug zum Festlegen weiterer Parameter
der Kurve, wie eben des Kréfteiibertragungsfaktors. Dazu ist es nétig, an der Stelle des Beriih-
rungspunktes von Zapfen und Profilrad die Winkel zwischen der in eingezeichneten
Tangente des Profils und den Strecken rp bzw. rp, die den Berithrungspunkt mit ihren Dreh-
zentren verbinden, zu bestimmen. Diese Winkel ¢y und ¢p werden letztendlich fiir eine Kraf-
teaufteilung benétigt, sodass das Verhéltnis der Drehmomente von Hemmungs- und Profilrad
fiir eine gegebene Funktion a(f) angegeben bzw. ein o mit gegebenen Drehmomentverhéltnissen
gefunden werden kann. Fiir die Tangente an einem bestimmten Drehwinkel 8 ldsst sich mit dem
intelligenten Arkustangeneﬁ durch den Quotienten der Ableitungen von y- und x-Komponente
ein Steigungswinkel angeben:

Py(B) =d- /() - cos(a(B)) — ru - (¢/(B) + 1) - cos(a(B) + ) (
Pe(B) = —d- o/ (B) - sin(a(B)) + ru - (o (B) + 1) - sin(a(B) +
) )

G)Ul
~

= arctan Py (P = arctan o/ (B) - COS(O‘(B) i (/(B)+1) - cos(a
5106) = antan (2157 ) =aretanz (2t st >

Dabei ist zu beachten, dass der Winkel relativ zur x-Achse des Koordinatensystems gemessen
ist.
Die mit dem Drehzentrum des Hemmungsrades verbundene Strecke 71 besitzt einen Winkel, den
man nach direkt angeben kann: oy = a+ 3, womit fiir den Winkel zwischen 7y und
der Tangente g gilt:

(pHZ(sT—(SH:(ST—Od—ﬁ (8)

"Eine positive Drehrichtung der Mechanik im Koordinatensystem bedeutet eine negative Drehrichtung des
Koordinatensystems und damit des Profilrades.

8Der intelligente Arkustangens zeichnet sich dadurch aus, dass er aus Zihler und Nenner des ,Bruches* (das
sind dann die Argumente) den korrekten Winkel berechnet, der nicht nur Element aus |—m; 7| ist. Ein Beispiel:

arctan2 (ﬁ) = 3w /4, wahrend arctan(—1) = —w /4.
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Abbildung 11: Krafteaufteilung an der Geraden g, die Profilkurventangente ist, am Hemmungsrad

Fiir die andere, mit dem Profilrad verbundene Strecke rp, findet man zu g einen Winkel mit-
hilfe des Sinussatzes, wenn man vorher ihre Lénge gefunden hat. Diese ist durch den Satz des
Pythagoras gegeben:

rp = /& sin(8)? + (d — i cos(B))? (9)

Und schlieflich lasst sich der Sinussatz ausnutzen, wenn man bedenkt, dass der gesuchte Winkel
wp durch den d gegeniiberliegenden Winkel ¢ = ¢p + g bestimmt ist. Es gilt:

sin(ep + ¢u) _ sin(5)

d Tp (10)
pp = arcsin <d sin(ﬁ)) — ©H (11)

rp
= arcsin dsin(B) —dr+a+p (12)

7“12{ sin(f3)2 + (d — ry cos(5))?

Aus den Winkeln, die jetzt bekannt sind, kann man schlieklich den Kraftiibertragungsfaktor
berechnen, aus dem unmittelbar das Verhéltnis der Drehmomente folgt. Bei dieser Hemmung
wird die tangential zur Bahn, d.h. senkrecht zum Radius des Hemmungsrades wirkende Kraft
Fy zuerst in eine Komponente Fy zerlegt, die senkrecht zur Profilkurventangente und damit
parallel zu ihrer Normalen steht. Anhand des Kriftediagramms in kann man sich

davon iiberzeugen, dass diese beiden Kréafte der Beziehung

Fy = Fyx cos(pn) (13)

geniigen, wenn @y = o1 — 0 den Winkel zwischen Hemmungsradradius und Profilkurventangente
bezeichnet. Nach diesem Zwischenschritt ldsst sich die gesuchte Kraft bestimmen, ndmlich die
tangential zur Kreisbahn des Profilrades wirkende Kraft. Bei dieser Zerlegung handelt es sich um
die gleiche wie bei der ersten im Zwischenschritt, mit dem einzigen Unterschied, dass dieses Mal
die Kraft entlang der Normalen bekannt und die tangential wirkende Kraft unbekannt ist. Mit
anderen Worten ausgedriickt: bei der zweiten Zerlegung gilt die gleiche Formel, wobei Fy = FX,
Fy = Fp und pp = ¢p, sodass man nach dem Einsetzen die folgende Beziehung erhélt:

Fp = FN COS((pp) (14)

Jetzt kann man die beiden Gleichungen durcheinander teilen und erhélt die Formel fiir den
Kraftiibertragungsfaktor bei gegebenen Winkeln:
Fy  cos(en)

B>~ coslep) (15)
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Der letzte Schritt zum Verhéltnis der Drehmomente besteht darin, die Definition nach Kraft
umzustellen und einzusetzen:

My

M o cos(em) My  rpcos(en)
F= o = E - cos(pp) = Mp  rp cos(pp) (16)
TP

Nun liegt es nur noch daran, beide Winkel einzusetzen, womit sich eine Funktion des Drehmo-
mentverhéltnisses in Abhéngigkeit von § und vor allem der Funktion « ergibt:

Rekursives Einset-

My cos(dT — oy zen von rp und al-
"= Mp e cos (arcsin (d(siTn(B)))— or + 5H> len 4; ) (4
e cos(z) = cos(—x)

TH
\/T%I sin(B)? + (d — ry cos(B))?

d-o’-cos(a)—ry-(a’+1)-cos(a+)
cos (arctanQ (_d,a,,sin(aHfH,(O/H),Sm(a_w)) —a— ﬁ)

d-a’-cos(a)—rg-(a’+1)-cos(a+p) . dsin(p)
o8 <amtan2 (_d'a/'Sin(a)'f‘?I”{H'(04/+1)'Sin(04+5)) e <\/r;g Sn(B)2 +(d—ra cosm))?) ma=h )
(18)

Wie dem aufmerksamen Leser nach einigen algebraischen Umformungen im Kopf sicherlich nicht
entgangen ist, gilt tatséchlich n(8) = —d/(8). Wem diese Beziehung nicht offensichtlich vor-
kommt, mdge bitte zu Stift und Papier greifen, um diese als kleine Ubung zu beweisen.

Die ,kleine Ubung* war natiirlich eine maRlose Untertreibung fiir das, was nétig ist, um darauf
zu kommen; ich bitte daher des Scherzes wegen um Entschuldigung. Bevor ich iiberhaupt auf die
Idee kam, diese Annahme zu priifen, hatte ich mir die Funktionen «(3) und n(5) von GeoGebra
plotten lassen, woraufhin mir auffiel, dass letztere verdichtige Ahnlichkeit zur Ableitung von
der ersteren aufweist: Und tatsachlich, Abziehen von —a/ ergibt Null fiir alle 8 im Plotbereich!
Von dieser bemerkenswerten Eigenschaft der Drehmomentverhéltnisfunktion motiviert, griff ich
selbst zu Stift und Papier (erst A4, aus Platzmangel schlieflich A3), um mithilfe verschiedener
trigonomischer Identitdten meine Annahme zu beweisen. Aufgrund der Tatsache, dass die letz-
ten Schritte aus Umformungen von extrem langen Briichen, die den Platz und Rahmen dieses
Hauptteils sprengen, bestehen, will ich mich hier auf das Resultat beschrénken. Die vollstéandige

Rechnung in [Anhang A|zeigt, dass der komplizierte Term fiir 7(3) bis auf
n(B) = —d/(B) (19)

heruntergekiirzt werden kann, was meinen anfanglichen Verdacht bestétigt. Aus dieser Erkenntnis
liisst sich der eigentlich erstaunlich triviald’| Schluss zichen, dass das momentane Drehmoment-
verhéltnis bei dem Drehwinkel des Hemmungsrades § exakt durch die Ableitung der Funktion
—a(pB), die den Drehwinkel des Profilrades in Abhéngigkeit zu dem des Hemmungsrades angibﬂ,
gegeben ist.

4.3 Bestatigung des Ergebnisses durch physikalische Betrachtungen

Die vorgestellte Hemmung ist eine Form der mechanischen Energieiibertragung, die das Energie-
erhaltungsgesetz einhélt. Es kann also davon ausgegangen werden, dass die gesamte Dreharbeit,
die das Hemmungsrad verrichtet, auch am Profilrad erscheint. Wie auch bei vielen anderen Pro-
blemen der Physik iiblich, ldsst sich die Tatsache, dass Energie weder von aufserhalb des Systems

9Dasselbe folgt namlich auch aus einfachen Betrachtungen unter Beriicksichtigung der Energieerhaltung, wie
spater noch gezeigt wird.

100(B) selbst gibt den Drehwinkel des Uhrwerkes zum Profilrad an, daher ist —a(83), also mit negativem Vor-
zeichen, der Drehwinkel des Profilrades zum Uhrwerk. Diese Angelegenheit ist — wie so oft bei mathematischen
Modellen — eine Frage der Wahl des Koordinatensystems.
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zugefiihrt wird noch aus demselben nach aufen entweicht, zur Analyse des Systems ausnutzen.
Allgemein ist Energie als Kraft iiber Strecke, also

E = /F(s) ds (20)

definiert. Im Spezialfall der Hemmung wird Dreharbeit am Hemmungsrad in Dreharbeit am
Profilrad umgewandelt. Diese ergibt sich Zusammen mit den Definitionen des Drehmoments
M = F -r und des Winkels ¢ = 2

- [ g0 [ (2) a2 = [ )

, also sinnvollerweise Drehmoment iiber Drehwinkel.
Als erstes betrachtet man nun die vom Hemmungsrad abgegebene Energie A Ey bei der Drehung
von einem beliebigen Startwinkel ¢ bis zum Endwinkel 5:

B
H:/ My (o) de (22)

Die vom Profilrad aufgenommene Energie AEp betragt dann, wenn dieses sich von seinem Start-

winkel —a(o) zum Endwinkel —a() gedreht haﬂ

—a(B)

AEp = / Mp(p)de (23)
—a(o)

Diese gleicht also — man moge dem Energieerhaltungssatz Glauben schenken — der vom Hem-

mungsrad abgegebenen Energie, d.h. AFy = AEp:

—a(P) d
/ Mu(p)dp = / Mp(p) de — (24)

a(o) dp
WEeil es sich bei diesem Ausdruck um eine Gleichung handelt, darf man auf beiden Seiten die
gleiche Operation durchfithren, ohne Bedenken zu haben, die Giiltigkeit ihrer Aussage dadurch
einzuschranken. Hier fiihrt Ableiten beider Seiten nach 8 zum Ziel, wobei zu beachten ist, dass das
Energieintegral zum Hemmungsrad durch die Funktion o begrenzt wird, weshalb die Kettenregel

angewendet werden muss:

My (5) = —Mp(=a(8)) - o/(5) [ My (25)
M /
g, = 108) = —a(8) (26)

, was das Ergebnis des letzten Ansatzes bestdtigt: Das momentane Drehmomentverhéltnis von
Hemmungsrad zu Profilrad am Drehwinkel S ist durch die Ableitung der Drehwinkelfunktion
—a(p) gegeben. Man kann also eine Profilkurve, die an einem Drehwinkel § ein bestimmtes
Drehmomentverhéltnis aufweist, finden, indem man die Drehmomentverhélntisfunktion 7(3) in-
tegriert, womit man zunéchst eine entsprechende Drehwinkelfunktion a erhélt:

(8) = —d/(B) (27)

- - / (8) (28)

Diese setzt man in die durch definierte parametrische Kurve p ein. Es gilt folglich:

. deos(— [’ —ricos(8 — [y n(b)db)\ _AB AB
Pp(B) = (dsm fz —rHSin(ﬁ—f;}jﬁ(b) db)) pe [ 27 2 [ (29)

"Weil o den Drehwinkel des Uhrwerkes um das Profilrad herum in Abhéingigkeit von dem des Hemmungsrades
beschreibt, miissen Start- und Endwinkel des Profilrades —« sein.
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Mit diesem Ergebnis ist das Problem eigentlich schon so gut wie geldst — es muss lediglich eine
Funktion 7 definiert werden, die den Anforderungen entspricht, d.h. u.a. nahe f% und Null
eine angemessene Steigung aufweist. Bevor sich die schliefslich errechnete Kurve jedoch auf ein
echtes Profilrad iibertragen lésst, muss noch eine Kleinigkeit, die aber nicht weniger wichtig ist,
bertiicksichtigt werden: Bisher sind die Modelle des Hemmungsmechanismus von einem mathe-
matischen Punkt als Zapfen ausgegangen. Tatséchlich hat er aber einen endlich kleinen Radius,
ndmlich einen von 2 mm vor Abzug der Toleranz, die beim Herstellungsprozess zu beriicksichtigen
ist. In meinem Fall — es handelt sich um einen FDM-3D-Drucker — haben sich 0,15 mm bewahrt.

5 Anwendung der berechneten Kurve auf ein reales Profilrad
durch Parallelkurven

Es hat sich herausgestellt, dass sich die durch das mathematische Modell berechnete Kurve
nicht direkt auf ein reales Profilrad anwenden ldsst. Wiinschenswert wére eine neue Kurve, deren
Punkte im Vergleich zur alten Kurve in eine Richtung ,verschoben” sind, ohne dass die Tangen-
tenwinkel sich &ndern: Fiir jedes 3 soll ér auf der alten Kurve dem Tangentenwinkel entsprechen,
der am Beriihrungspunkt des kreisférmigen Hemmungsradzapfens{jzl mit der Kurve anfallt.

Die neue Kurve muss also fiir jedes § eine parallele Tangente zur alten Kurve haben, deren senk-
rechter Abstand dem Hemmungsradzapfenradius entspricht. Eine solche lasst sich aus parametri-
schen Kurven berechnen, indem man die Tangente berechnet und dazu die auf den gewiinschten
Abstand skalierte Senkrechte bildet.

. . ot t
Tangentenvektor einer parametrischen Kurve f(t) = (m( )>

Senkrechte:

=) (1)

Normiert und mit Abstand a skaliert:

=g (32)

—

fr

Jeder Punkt von f um v, verschoben:

fult) = F0) + 3, (33)
L [a)- = a
el ={ 4 Vi (31)

Bei erweiterter Recherche fiir diese Arbeit stellte sich heraus, dass solche Kurven — wie die
Haupteigenschaft derselben schon suggeriert — als Parallelkurven bezeichnet werden|10].

Dass diese zusammen mit runden Zapfen im Allgemeinen hinsichtlich der Drehmomentverhélt-
nisfunktion 1 trotz Anderung des Beriihrungspunktes dquivalent zum mathematischen Modell

12Dije Hemmungsradzapfen sind eigentlich nicht kreis- sondern kegelstumpfférmig, weil das die Reibung durch
Minimierung der Kontaktfliche verringert. In der zweidimensionalen Projektion, die zur Berechnung der Kurve
vollig ausreicht, sind die Hemmungsradzapfen aber kreisformig.
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des Punktférmigen Zapfens sind, lasst sich am leichtesten damit erkldren, dass Parallelkurven
der Profilkurve keine Anderung der Bahn des Zapfens relativ zum Profilrad bewirken. Das be-
deutet, dass sie auch () nicht verdndern, weshalb —a/(3) ebenfalls unverdandert bleibt. Wie
die physikalische Betrachtung auch unabhéngig von der Hemmungsgeometrie bestétigt, ist dies
genau 7)(f), das also ebenfalls Parallelkurveninvariant ist.

Nun bleibt ein letztes theoretisch zu behandelndes Problem offen, das zunéchst in
aufgezeigt werde. Die Besonderheit liegt darin, dass sich die Kurve selbst iiberschneidet, was
zunéchst nicht unbedingt problematisch zu erscheinen mag: Schliefslich steht dem Konstrukteur
frei, nur die Punkte vor und nach dem Schnittpunkt zu wahlen. Allerdings wiirde dann die Bewe-
gungsbahn des Hemmungsradzapfenmittelpunktes sich von der vorgesehenen unterscheiden. Das
hétte zufolge, dass das reale Profilrad stark vom mathematischen Modell abweicht, am realen
Profilrad (/) also nicht mehr fiir alle 5 gilt, weshalb solche Kurven zu vermeiden sind. In der
Abbildung ist diese Abweichung durch den gestrichelten Kreisbogen dargestellt.

Y,

Abbildung 12: Aufien liegende Ellipsenkurve
7 AN und eine dazugehorige Parallelkurve, bei der
es aufgrund starker Kriimmung und grofen
Abstandes zu Singularitdten kommt. In die-
sem Beispiel manifestieren sie sich nahe der
y-Achse. Kommt die Kurve dennoch an ei-
/ \ nem Profilrad zum Einsatz, weicht die Bahn-
| \ kurve des Zapfens ab, weil er Kreisformig an
{ \ der als Punkt dargestellten Kurvenspitze ab-
" rollt.

Die Tatsache, dass Singularitdten auftreten, wenn ein gewisses Maximum an Kriimmung oder
Abstand tiberschritten wird, wirft ndmlich die Frage nach der qualitativen Bestimmung dieses
Maximums auf: Unter genau welchen Umstdnden kommt es zu Unstetigkeiten in der Parallelkur-
ve?

Um diese Frage zu beantworten, ist es sinnvoll, sich iiber Spezialfille Gedanken zu machen.
Betrachtet man eine Kreisfunktion mit einem gewissen Radius und dessen Parallelkurve, fallt
auf, dass es einen Abstand a gibt, sodass alle Punkte dieser Kreisfunktion auf einen einzigen
abgebildet werden. Vergrofert man von da aus den Abstand, entsteht wieder ein Kreis, der
aber umgestiillpt ist und gegenldufig zur urspriinglichen Kreisfunktion gezeichnet wird, weil
ihre Punkte vom Mittelpunkt aus betrachtet gegeniiber liegen. Diese Beobachtung léasst sich
auf andere stetige Funktionen {ibertragen: Wenn man jeden Punkt der Funktion durch einen
Kreis annédhert, d. h. ihre Kriitmmung bestimmt, dndert sich am betrachteten Punkt die Zeichen-
richtung abrupt, wenn der Parallelkurvenabstand a den Kriimmungsradius der Ausgangskurve
unterschreitet, und eine Singularitdt manifestiert sich eben in einer solchen Richtungsdnderung.
Das bedeutet, dass derartige Singularitdten, die in der Praxis unerwiinscht sind, genau dann
auftreten, wenn die Ausgangskurve in Richtung der Parallelkurve gekriimmt ist und der Betrag
ihres Kriimmungsradius den des Parallelkurvenabstands unterschreitet.

Nun lasst sich diese Bedingung rechnerisch {iberpriifen, indem man den Kriimmungsradius der
Ausgangskurve berechnet. Ihre Definition lasst sich aus der des Kreisradius ableiten. Dieser ist
gegeben durch den Quotienten des Gesamtwinkelﬂ und der Bogenlédnge des Kreises. Fiir Kreis-
sektoren gilt verallgemeinernd:

I ds
=—=— 35
"TaT (35)
Dabei bezeichnet [ die Bogenlédnge und a den Kreissektorwinkel. Dasselbe gilt fiir Bogenldngen
ds und infinitesimale Winkel d.

130der der Bogenlinge des Einheitskreises
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Schlieflich kann man diese Gleichung auf Funktionen anwenden, indem man Strecken- und Win-
kelinderung an einem Punkt der Funktion bestimmt. Die Strecken-, d. h. Bogenldngendnderung,
kann man recht einfach iiber das Wegintegral berechnen:

s= [VET P (36)

Fiir die Winkeldnderung léasst sich der Akustangens des Tangentenwinkels verwenden:

0 - (arctan <i)>, N <%>/ . -a (38)

dt 242 @2 4P
Eingesetzt in
ds 5 99
r(t) = 4 = VIV (39)
do -

Das ist der Kriimmungsradius einer parametrischen Funktion in Abhéngigkeit vom Parameter t,
was einem lediglich die Aufgabe tiberlasst, im gegebenen Intervall Maxima und Minima dieser
Funktion zu untersuchen und ggf. die Ausgangskurve zu korrigieren, sodass die Kriimmungsradien
unter dem Parallelkurvenabstand liegen.

6 Messreihe zum Vergleich der Ansatze

Um zu iberpriifen, ob die mathematisch optimierten Profilkurven bessere Eigenschaften haben
als empirisch bestimmte, bietet es sich an — gerade weil das Uhrwerk vollstandig 3D-druckbar ist
— Profilrader mit zu vergleichenden Kurven herzustellen und eine Messreihe durchzufiihren.

6.1 Verfahren zur Aufnahme der Messreihe

Nach der Wahl von geeigneten Testkandidaten kénnen mithilfe eines speziellen Verfahrens Mess-
daten generiert werden, die zur Charakterisierung des Uhrwerkganges dienen: Das Ticken des
Uhrwerkes lédsst sich als Indikator fiir den Beginn der Blockierphasen ausnutzen, denn diese be-
ginnt damit, dass ein Hemmungsradzapfen ruckartig angehalten wird. Dabei kommt das besagte
Gerédusch zustande, das dann per Mikrophon aufgezeichnet werden kann.

Praktisch bedeutet das: Man ziickt das Smartphone, zieht das Uhrwerk auiflﬂ und startet die Auf-
nahme. Sobald es aufhort, sich zu bewegen, ist die Messreihe abgeschlossen und die Aufnahme
wird beendet. Dabei stellte ich den Anfangszustand des Uhrwerkes so ein, dass das erste Kli-
cken in der Aufnahme beim Ubergang der Hemmung in die zweite Blockierphase (Abbildung 5d))
entstandE Damit steht nun eine Audio-Datei zur Verfiigung, die ausschlieflich zu Beginn jeder
Blockierphase jeweils ein Klickgerdusch enthédlt und mithilfe von Analysewerkzeugen, darunter
Audacity|11], statistisch ausgewertet werden kann.

Auch wenn das Verfahren zur Aufnahme der Messreihe an sich unkompliziert klingt, sieht die
Praxis wieder Schwierigkeiten vor: Es kann ndmlich sein, dass das Uhrwerk trotz unverdndertem
Profilrad bei einer gewissen Ausrichtung im Raum gut lduft, nach einer geringfiigigen Anderung
der Ausrichtung aber gar keine Schwingung mehr zustande kommt. Das Problem ist die Reibung
der bewegten Uhrwerkteile, die von sehr vielen Faktoren abhingt. Je nachdem, wie das Uhrwerk
gehalten wird, gibt es vermutlich aufgrund der Schwerkraft an verschiedenen Stellen in verschie-
denen Zustdnden der Mechanik mehr oder weniger Reibung. Dadurch ist der Versuch nicht sehr
gut reproduzierbar. Ich musste beim Messen die optimale Ausrichtung des Uhrwerks im Raum
empirisch bestimmen.

Das Uhrwerk wird fiir jede Messreihe gleich weit aufgezogen.
5Die erste Halbperiodedauer ist also der Zeitabschnit des Ubergangs der Hemmung von der zweiten Blockier-
phase in die erste.
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6.2 Auswertung der Daten

Aus den (Halb-)Periodendauern lassen sich das arithmetische Mittel und sowohl die absolute
als auch relative Mittelabweichung berechnen. Diese Werte sind in aufgefiihrt, um die
Leistungsfiahigkeit der Profilrdder des empirischen Ansatzes mit derjenigen des mathematisch
berechneten vergleichen zu kénnen.

Tabelle 1: Statistische Auswertung der Messdaten

E = empirischer Ansatz; M = mathematischer Ansatz

1. Halbperiode 2. Halbperiode Periode

E M E M E M
Mittel 0,245 0,28s 0,26 0,31s 0,51s 0,60s
Mittelabweichung 0,02s 0,02s 0,03s 0,02s 0,03s 0,02s

Relative Abweichung 6,87 % 5,43 % 10,60 % 5,20 % 6,17% 4,09 %

Als erstes fillt auf, dass die durchschnittlichen (Halb-)Periodendauern unterschiedlich sind; das
berechnete Profilrad bewirkt eine Unruhschwingung niedrigerer Frequenz. Allein das deutet schon
darauf hin, dass die Hemmung mit empirischem Profilrad durch {iberméfige Krafteinwirkung ei-
ne zu hohe oder die Hemmung mit berechnetem Profilrad durch {iberméfige Reibung eine zu
niedrige Frequenz der Unruhschwingung erzwingt; mindestens ein Profilrad bewirkt eine Schwin-
gungsfrequenz der Unruh, die deutlich von der ihrer Eigenfrequenz entfernt liegt.

Dass die (relative) Mittelabweichung des berechneten Profilrades geringer ist, legt nahe, dass das
berechnete Profilrad fiir einen regelméfigeren Gang sorgt, also hat es in dieser Hinsicht bereits
die erhoffte Verbesserung erzielt. Die wichtigsten Erkenntnisse aus der erweiterten Datenana-
lyse in sind, dass der Einsatz des berechneten Profilrades einen ldnger wéhrenden,
regelméfigeren und weniger fehlerbehafteten Gang des Uhrwerkes zufolge hat als das empirisch
ermittelte Profilrad, das die Schwingungsbewegung der Unruh stéarker stort, sodass die Schwin-
gungsfrequenz deutlich hoher als die Eigenfrequenz der Unruh ist, dafiir aber die Schwingung
iiber eine grofere Kriftespanne erhélt.

7 Ausblick

Der letzte Ansatz ist in Kombination mit Parallelkurven eine zumindest theoretisch befriedi-
gende Losung fiir das Problem der Kurvenberechnung. Auch praktisch stellt sich das Ergebnis
als zufriedenstellend heraus, denn die Messreihe kann bestétigen, dass die berechnete Kurve fiir
einen regelméfigeren Gang des Uhrwerkes sorgt; fiir weitere Details zur Messreihe siehe auch [6,
S. 12-15].

Wie zuvor beschrieben ist dabei allerdings die Reproduzierbarkeit durch unregelméfige Reibungs-
effekte begrenzt. Dieses Problem soll in noch ausstehenden Versuchen mit einem neuen Material
der Firma 1GUs Beriicksichtigung finden; erste Vorversuche deuten darauf hin, dass damit die
Leistung des Uhrwerkes sowie die Reproduzierbarkeit der Messreihe gesteigert werden kann.
Dariiber hinaus ist noch ein theoretischer Aspekt dieses Projektes offen: Die urspriingliche Dreh-
momentverhéltnisfunktion entspricht nur genau der Ableitung von —a, wenn die Parameter
d und 7y spezielle Wertebereiche annehmen. Demnach ist es scheinbar widerspriichlich, dass
sich beim Umformen die Unabhéngigkeit der Funktion von den beiden Parametern herausstellt.
Nach meinem aktuellen Erkenntnisstand héngt dieser Umstand damit zusammen, dass die trigo-
nometrischen Umkehrfunktionen, speziell der beim Sinussatz auftretende Arkussinus, eigentlich
mehrere Losungen haben und in den besagten Wertebereichen die Standardlésungen nicht den
korrekten Winkeln entsprechen. Beim Umformen gehen jedoch solche Details verloren, weil ich
Umkehrfunktionen von Funktionen als gekiirzt betrachte: arcsin(sin(z)) ist aber nicht immer
gleich z.
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Anhang A Vollstandige Rechnung

Von besonders grofser Bedeutung waren bei der Vereinfachung die Additionstheoreme der Sinus-
bzw. Kosinusfunktion. Zunéchst eine kleine Formelsammlung, die beim Umformen hilft:

sin(—x) = —sin(x); cos(—z) = cos(x) (40)
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x) (41)
cos(z + y) = cos(z) cos(y) — sin(y) sin(z) (42)
sin(x) = £4/1 — cos(z)?; cos(x) = £4/1 — sin(z)? (43)
y/x
sin ( arctan2 =sgn(zr) —— 44
( (7)) = s =i (44)
1
cos | arctan2 = sgn(x) —F/——— 45
( (3)) = s =g (45)
(z +y)* = 2° +y* + 2zy; (x—y)?=a"+y* 22y  (46)
Zum Platzsparen sei vorab noch folgende Definition gegeben: g = i—;. Ausgehend von |Glei-
kann so vorgegangen werden: ’
rH cos(dp — op)
n=-—-
TP cos (arcsm (— sin( )) — 67 + (5H)
rH cos(o — on)
_ ; | B2 EQ
TP cos (5T — <arcsm <— sm(,B)) + on ))
5P
_ rucos(dr) cos(én) + sin(dy) sin(dr) festee!
~ rp  cos(dt) cos(dp) 4_— 1n(6p) sin(dr)
_ry sgn(p )\/W cos(0m) + sin(dg) -

/
q
X
rp MqQ—i-l_l cos(dp) + sin(dp) - q

= cos(0n) + g5in(n) | 42} vereinfachen
TP cos (arcsm <— sin( )) + 5H) + ¢sin(dp)
_TH cos(dn) + ¢sin(on)
P cos (arcsm (— sin( ))) cos(oy) — % sin(f) sin(én) + ¢ sin(dp)
| 3] vereinfachen
_ 2 cos(dn) + gsin(on) | analog fiir sin(dp)
T
: \/1 -sin(B) ) - cos(dn) — % sin(f) sin(én) + ¢ sin(dp)
_TH cos(dm) + ¢sin(dy)
N rp 2

s5sin(B) ) - (cos(du) + gsin(dn)) + % sin(f3) - (g cos(dg) — sin(dy))

%

| rp aus Wurzel ziehen

TH cos(0n) + ¢sin(dg)

\/ — d?sin(f (cos(5H) + ¢sin(dn)) + p%/sin(ﬁ) - (g cos(0n) — sin(on))
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w=\/rsin(B)? + (d — ri cos(8))? — d? sin()? |

= \/T%M%W—2-d-rHcos(ﬂ)7/a'Z+d2(:os(6)2

|

= \/(rg — dcos(B))2 = ry — dcos(p)
ri - (cos(0n) + ¢sin(dm))
(rg — dcos(f)) - (cos(dm) + ¢gsin(dm)) + dsin(p) - (g cos(dm) — sin(dn))
| ¢ ausklammern

(rg — dcos(p))

ausmultiplizieren

_ ri - (¢sin(dm) + cos(dm))
q - ((ru — dcos(p)) - sin(dw) + dsin(f) cos(dn))
+ (rg — dcos(B)) - cos(dy) — dsin(f) sin(dy)
B ri - (gsin(dg) + cos(dm)) B
g (rasin(ég) — dcos(B) sin(dy) + dsin() cos(dy)) [EDEZ on =+ 5
+ i cos(dp) — dcos(B) cos(dp) — dsin(B) sin(dy)
_ ri - (¢sin(om) + cos(dn)) _Z
q - (rasin(du) — dsin(a)) + rg cos(ég) — dcos(a) N

q in Zahler einsetzen
und direkt mit p!, er-

weitern
Z =" ((d-a - cos(a) — ry - (o/+-HC08(0n)) - sin(S)
Dz
+ (=d- o -sin(a) + ry - (o ~sin(dp)) - cos(dm)) | d- o ausklammern
TH . .
= — - (d-d - (cos()sin(dn) — sin(a) cos(dm))) Bl op=a+p

xX
= ;—/Iz-d-a’-sin(ﬂ)
q in Nenner einset-
zen und direkt mit p,
multiplizieren

_ rg-d-a -sin(fB) _Z
1= 0 (g (rusin(on) — dsin(@)) + 1 cos(d) — deos(a)) | N

N =(d-a cos(a) —rg-(a/ +1)-cos(dn)) - (rasin(dg) — dsin(«))
+(—=d-d -sin(a) +rg - (&' + 1) -sin(dy)) - (ry cos(dy) — d cos())
| o' ausklammern

=a’ - (dcos in(dy) — dco sin(a)
M+ rHC —dsin(a)
— dsin rrcos(0p) + dsi cos(a)

-+ i sin(Ber) 70 (00) — i sin(dir)dTos(a))
M—i— ri cos(0y) - dsin(a)

+ r sin fcos(dg) — rasin(dy) - d cos(a) | @11
= —ry - dsin(f) | N wieder in 7 einsetzen
WZM.O/'M:—O{/
—rp~d - sin(B]
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Anhang B Erweiterte Datenauswertung
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Abbildung 13: Halbperiodendauer am empirischen Profilrad
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Abbildung 14: Halbperiodendauer am berechneten Profilrad

[Abbildung 13|und[Abbildung 14|zeigen den zeitlichen Verlauf der Halbperiodendauern zusammen
mit ihrer linearen Regression als Gesamttendenz des Verlaufes: Wéhrend am empirischen Pro-
filrad eine positive Steigung der durchschnittlichen Halbperiodendauer auszumachen ist, weist
die des berechneten Profilrades eine negative Steigung auf. Diese Gesamttendenzen der Halb-
periodendauern kénnen mit den zuvor vorgestellten Hypothesen begriindet werden, wonach das
empirische Profilrad bei hoher Federkraft eine héhere Frequenz erzwingt, wohingegen das be-
rechnete Profilrad bei grofer Federkraft anfangs fiir eine hohere Reibung sorgt und die Unruh
ausbremst.

Aus den Diagrammen geht auch hervor, dass das berechnete Profilrad mit 49,78 s {iberhaupt
langer am Stiick lduft als das empirisch bestimmte, das die Unruhschwingung 46,57 s lang auf-
rechterhalt; allerdings lasst sich das vor allem auf die héhere Schwingungsfrequenz zuriickfiihren;
mit 184 Halbperioden im Vergleich zu 168 iibertragt das empirisch bestimmte Profilrad iiber die
Gesamtlaufzeit mehr Energie auf die Unruh[lfl Ein weiteres Indiz fiir die hohere Leistungsfahig-
keit des berechneten Profilrades ist aber der Betrag des Steigungswertes der Ausgeleichsgeraden:
Da |—5-107%| < [9-1074|, ist die druchschnittliche Periodendauer weniger stark von der Zeit
abhéingig, sodass ich meine Hoffnung an die Kurvenberechnung hinsichtlich héherer Ganggenau-
igkeit erfiillt sehe. Das berechnete scheint also im Gegensatz zum empirschen Profilrad, das sehr
unregelméafig, aber dafiir iiber eine grofere Kréftespanne lauft, eine hohere Genauigkeit zum
Preis einer etwas geringeren Krafttoleranz oder ,Zuverléssigkeit“ zu haben.

Eine weitere interessante Beobachtung am Verhalten der Halbperiodendauer des berechneten
Profilrades lasst das Zeitintervall zwischen 20s und 25s zu, denn darin sind — wie vorhergesehe-
nen — die sich stets abwechselnden Halbperiodendauern deutlich zu erkennen. Daraus ldsst sich

Denn withrend jeder Halbperiode entspannt sich die Antriebsfeder iiber einen festen Winkel weiter und je
mehr die Feder sich entspannt hat, desto mehr Energie hat sie iibertragen.
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schlieffen, dass das Profilrad nicht ruhelagenneutral angebracht ist. Zdhlt man die Halbperioden
bis zu den entsprechenden Stellen, kommt man zu dem Ergebnis, dass die aus der ersten Blo-
ckierphase und zweiten Antriebsphase bestehende Halbperiodﬂ langer dauert als die andere.
Geht man davon aus, dass die ldngere Dauer — wie zuvor angenommen — durch einen weiteren
Beschleunigungsweg der Unruh verursacht wird, ist anzunehmen, dass das Profilrad in
von der nicht-ausgelenkten Ausrichtung aus dem Uhrzeigersinn nach verdreht ist.
Abschliefsend mochte ich noch darauf hinweisen, dass die sich systematisch abwechselnden Halb-
periodendauern beim empirischen Profilrad durch die Messreihe kaum nachgewiesen werden kon-
nen, denn die Halbperiodendauern &ndern sich fortwahrend, ohne das zuvor beschriebene Muster
der abwechselnden Dauern aufzuweisen; im Diagramm sind nur unregelméfige Schwankungen zu
sehen. Das ist ein weiterer Aspekt, der zeigt, dass das berechnete Profilrad einen regelméfsigeren
Gang des Uhrwerkes erwirkt.

"Das Klicken entspringt der Hemmung also zu Beginn der zweiten Blockierphase (Abbildung 5dJ).
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